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Equations différentielles de premier
ordre

E Définition 1.1.0.1

Soient I un intervalle de R tel que l'intérieur de I, noté }, soit non vide, et K =R ou
C. On appelle équation différentielle de premier ordre toute équation de type :

&P Formule clé

( (L) : 7'(t) = a(t) - o(t) + b(t) )

I - K
d’inconnue z : dérivable sur /. Les fonctions a et b sont des fonctions
t— x(t)
. I —-K I - K .
continues de respectivement.
t — a(t) t — b(t)

® Remarque 1.1.0.1 (Intérieur d’un intervalle)

Soit I un intervalle de R. L’intérieur de I, noté }, est I’ensemble des points de [
qui admettent un voisinage entierement contenu dans I. Autrement dit, x Gj si
et seulement s’il existe un intervalle ouvert J tel que x € J C I. Par exemple, si
I = [a,b], alors ;:]a, bl.

® Remarque 1.1.0.2 (Pourquoi K et pas R ?)

Malgré le fait que les fonctions a valeurs dans C n’aient pas été vues en terminale, le
cours d’équations différentielles peut étre étendu aux fonctions a valeurs complexes,
ce qui sera utile en physique. L’analyse complexe sera abordée plus tard dans des
chapitres dédiés.



1.1. Propriétés des fonctions a valeurs complexes

Propriétés des fonctions a valeurs complexes

E Définition 1.1.1.2 (Fonction continue a valeurs complexes)

Soit f: I — C ou I est un intervalle de R. On dit que f est une fonction continue si
et seulement si les fonctions R(f) et I(f) sont continues.

I —-C

te f(t) = fi) +i- f2(t)

I —-C

t f1(E) = fi(t) +i- f3(t)

On a donc : f:

Si f est dérivable sur I, alors f’: {

® Propriété 1.1.1.1 (Opérations sur les fonctions dérivables)

Soient f,g: I — C dérivables sur [.
1. VAeC,f+ X-gest dérivablesur T et (f+X-g) =f +X-¢.
2. f-gestdérivablesur I et (f-g)=f-g+f-¢.

. f 2_a f ’: flg—f-g'
3. Sivtel, g(t) #0, alors 5 est dérivable sur I et 5 —LQQQ .

® Remarque 1.1.1.3 (Différence entre fonction qui ne s’annule pas et
fonction non-nulle)

Il est important de noter la distinction entre une fonction qui ne s’annule pas et
une fonction non-nulle. Une fonction g : I — C est dite non-nulle si 3¢ € [ tel que
g(t) # 0. En revanche, une fonction qui ne s’annule pas satisfait la condition plus
stricte que Vt € I, g(t) # 0. Cette deuxiéme condition conduit a la premieére.

® Propriété 1.1.1.2

Soit f : I — C dérivable sur I. Alors, e/ est aussi dérivable sur I et (ef) = f'-e/.




1.2. Résolution de (L)

Q Preuve

Ona f=fi+i-fy, doncel =elt et donc el = e/t - (cos(fy) +i-sin(fa)).
Comme f; et f, sont dérivables sur I, e/1, cos(f;) et sin(f2) sont aussi dérivables
sur I. Donc e/ - cos(fs) et e/t - sin(fy) sont dérivables. Par conséquent, e/ est
dérivable sur I et on a :

(ef) = (e - cos(f2)) +i(e - sin(f2))

== (fl +if})) el (cos(fa) +isin(f2))
=f'e

® Remarque 1.1.1.4

Certaines propriétés des fonctions dérivables a valeurs dans R ne sont pas valables
dans C. Par exemple, si f : I — C*, alors on ne peut pas toujours dire que

In(|f]) = f7/ Prenons f : x — 2 +1i. On a Vo € R : |f(x)] = Va2 + 1, donc

In(|f(x)]) = %ln(x2 + 1), donc (In(|f(x)])) = ST Cependant, ’;((af)) = x%ﬂ., et on

T 1
remarque que ' # -

Résolution de (L)

1.2.1 Résolution de I'’équation homogene (H) associée

® Remarque 1.1.2.5

Dans certains livres, ’équation (L) considérée est de la forme 2/(t) + a(t) - x(t) =
b(t). Ce n’est pas 'équation considérée dans ce cours, mais les deux formes sont
équivalentes.

E Définition 1.1.2.3

On appelle équation homogene associée a (L) I’équation :

(i.e. b= 0, la fonction nulle).




1.2. Résolution de (L)

® Propriété 1.1.2.3

I - K
Les solutions de (H) sont les fonctions zp : {

F s ) , avec A une primitive
= A-e

A(D)
de asur I et \ € K.

® Remarque 1.1.2.6 (Pourquoi A existe ?)

Puisque a est continue sur I, alors A existe et est unique a une constante pres.

Q Preuve

Comme a est continue sur I, elle admet une primitive A sur /. On a : 2’ =
a-v & e =a-e? 12 < (e -12) =0 (sachant que a # 0
et A'(t) = a(t)). Donc e™ -2 = X avec A\ € K, donc # = X -et. Do

o

Sy = {t = A- e\ € K} u

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. (H): (1+t)-2'(t) =t x(t).

2. (H):2'(t) = —e "t z(t).

Solution :

1. On a a(t) = 117. Une primitive de a est A(t) = § - In(1+t*). Donc les solutions

de (H) sont zg(t) = - e2™+%) — X \/TH 12 avec A € R.
2. On a a(t) = —e~"*. Une primitive de a est A(t) = 1 - e~**. Donc les solutions de

(H) sont zp(t) = X-ei®" avec A € C.

® Remarque 1.1.2.7

Pour construire une primitive de a, il suffit de choisir un point tq € I et de définir
A(t) = [ a(u)du. Il ne s’agit pas d’un passe-partout.




1.2. Résolution de (L)

1.2.2 Résolution de I’équation compléte (L) (avec second membre
non nul)

® Propriété 1.1.2.4

Si z,, est une solution particuliere de (L), alors les solutions de (L) sont données par :

&P Formule clé J

( Sy =A{zn + plzm € S}

ol zy est la solution générale de I’équation homogene (H).

Q  Preuve
Ona:2'=ar+b <= (r—1,) =alr—1,) <= v—1,=0y < =
T+ Tp. [ |

(L) :2'(t) =2t -z(t) + 1 —2t2

Solution : I’équation homogene associée est (H) : 2/(t) = 2t - x(t). Une primitive
de a(t) = 2t est A(t) = 2. Donc les solutions de (H) sont zy(t) = X - e, avec
A € R. On remarque que z(t) =t est une solution particuliere de (L) car z/(t) = 1,
et 2t - x(t) + 1 — 2t = 2t + 1 — 2¢* = 1. Donc les solutions de (L) sont :

Suy={t—r-e +txeR}

1.2.3 Recherche d’une solution particuliére

Cas particulier : a(t) = a € K et b(t) = P(t) - ', avec P un polynome a coefficients dans

K.
% Théoréme 1.1.2.1

t) = K
a(t) = a € , avec P un polynome a coefficients dans K et w € K.
b(t) = P(t) - e**

On cherche alors une solution particuliere de la forme x,(t) = Q(t)e“*, ou @ est un
polynéme a coefficients dans K.

1. Siw = a, alors Q'(t) = P(t), on calcule alors Q(t) par intégration et on trouve
que le degré de @ est égal au degré de P plus 1.

2. Dans le cas contraire, on essaie de trouver @(t) en identifiant les polynémes. Le




1.2. Résolution de (L)

degré de () est alors égal au degré de P.

1. (Ly) : 2/(t) = 22(t) + (£ + 2t + 3)e!
2. (L) : 2'(t) =2x(t) + (2 +t — 1)e*
Solution :

1. On a : xy : t = Ae?. On cherche la solution particuliere de la forme z,(t) =
Q(t)e!. On a a =2 et w =1, donc w # a. On remplace dans (L) : (2at +b) +
(at? + bt + ¢) = 2(at? + bt + ¢) + t* + 2t + 3. En réarrangeant, on trouve
—at? + (2a — b)t + (b — ¢) = t* + 2t + 3. En identifiant les coefficients, on trouve :

—a=1 a=—1
20 —b=2 <= {b=—4 .Donc z,(t) = (—t* — 4t — 7)e'. Finalement,
b—c=3 c=—17

les solutions de (L;) sont :

Siryy = {t = Ae* + (—t* — 4t — T)e’|A e R}

2. On a: zpy : t — Ae*’. On cherche la solution particuliere de la forme z,(t) =
Q(t)e*. On a a = 2 et w = 2, donc w = a. On remplace dans (Ly) : Q'(t)e* +
2Q(t)e? = 2Q(t)e* + (12 +t — 1)e®’. En simplifiant, on trouve Q'(t) = t2 +¢ — 1.
En intégrant, on trouve Q(t) = % + % —t+ C. On peut choisir C' = 0 pour une
solution particuliere. Donc x,(t) = (% + % - t) e?. Finalement, les solutions de
(Ls) sont :

3t
S(LQ) = {t — )\€2t + <3 -+ 5 = t) 62t|)\ - R}

iHt Exercice 1.1.2.1

1. Résoudre (L) : 2/(t) = 2x(t) + te'.

2. En déduire la solution de (L) : 2/(t) = 2x(t) + tsin(t).
3. Résoudre (L) : 2/(t) = x(t) + cos(t).
Solution :

1. (non réalisé .. .)

2. (non réalisé .. .)

3. On cherche d’abord les solutions de I’équation (L) : 2/(t) = z(t) + €, parce
qu’on souhaite trouver une solution particuliere de la forme x,(t) = a - e". On

a xy : t+— Ae'. On remplace dans (L) pour obtenir : a-i-e” =a-e + €. En
simplifiant, on trouve a(i — 1) = 1, donc a = Z_% = _1_2 . Donc une solution
particuli¢re de (Ly) est z,(t) = =5=¢”. En prenant la part1e réelle, on trouve




1.2.

Résolution de (L)

une solution particuli¢re de (L) : z,(t) = 5 cos(t) + 3 sin(¢). Finalement, les
solutions de (L) sont :

— 1l 1
Sy ={t— A"+ — cos(t) + 5 sin(t)|A € R}

® Remarque 1.1.2.8

Pour la derniere équation, nous pouvons aussi procéder par superposition
des solutions. Cette méthode consiste a résoudre séparément les équations
x'(t) = z(t) et 2/(t) = cos(t), puis & additionner les solutions obtenues.

Méthode de variation de la constante (M.V.C.)

* Théoréme 1.1.2.2

Soit (L) : 2'(t) = a(t) - x(t) + b(t) une équation différentielle de premier ordre, avec a
et b continues sur un intervalle /. Soit zy la solution générale de I’équation homogene
associée (H) : 2'(t) = a(t) - z(t), qui s’écrit zg(t) = - e*® ot A est une primitive
deasur [ et A € K.

On cherche une solution particuliére de (L) de la forme z,(t) = A(t) - eA®.

En dérivant x,(t), on obtient :

() = N(t) - 2D L A(t) - a(t) - 2O
En remplagant dans (L), on trouve :
N(t) - eA® £ A1) - a(t) - e2® = a(t) - M) - A + b(t)

Ce qui simplifie a :
Donc :
En intégrant, on obtient :
A(t) = / b(u) - e~ 4@ du + C

(dans le cours, on choisit les bornes ¢y et ¢ pour l'intégrale et on omet d’écrire A(ty),
mais ici on laisse une constante d’intégration C').
Donc une solution particuliere de (L) est donnée par :

zp(t) = </ b(u) - e~ AW du + C) LA




1.2. Résolution de (L)

® Propriété 1.1.2.5

Soit I un intervalle de R et t, € I et I° # (). Les solutions de I’équation (L) :
2'(t) = a(t)x(t) + b(t) ou a,b : I — K sont continues, x : I — K dérivable sont
Sy = {t = XeW+x,()|A € K}, ot A est une primitive de a (donc A(t) = [, a(u)du)
sur I et x, est la fonction définie par z,(t) = e® [} b(u)e~ 4" du.

Q  Preuve

Soit A :t — [} a(u)du.

Onar =ar+b < e =aedx+be? = (e ) =be .
En intégrant, on obtient :

t
e AOx(t) = X+ | blu)e *Wdu
to

¢
Dot : z(t) = AeA®) —l—eA(t)/ b(u)e A du. |

zr(t) fo

xp(t)

1. (L):2'(t) = (t) + ¢
2. (L) : (e" = 1)a'(t) = etz(t) + 1, I =]0, +o0]
Solution :

1. On cherche une solution particuliere de (L) sous la forme z, = A(t) - V14 ¢2 ou
A : R — K une fonction dérivable.
En remplagant dans I'équation différentielle, on trouve : X'(¢)-v'1 + 12+ A(t)- =5

1+t
ﬁx(t) + %1

On a a(t) = % et b(t) = . Une primitive de a est A(t) = In|e’ — 1|. Donc
eAt) = let — 1| =e' — 1 (car t > 0).

Une solution de I’équation homogene associée est xy(t) = A(e* — 1).

On cherche une solution particuliere de (L) sous la forme z,(t) = A(e" — 1). En

2. On réecrit I’équation différentielle sous la forme : 2/(t) =

remplacant dans 1’équation différentielle, on trouve : N(t)(e' — 1) + ( et =
efil)\(t)(et — 1) + 5. En simplifiant, on obtient : N'(t)(e’ — 1) = . Donc

N(t) = W Pour intégrer, on ajoute et retranche progressivement el. En

intégrant, on trouve : A(t) = —==. Donc z,(t) = —In(l — e *)(e! — 1) — 1.

Finalement, les solutions de (L) sont : | Sz) = {t = (¢! = 1) (A —In(l —e")) — 1A e K

® Propriété 1.1.2.6 (Probléme de Cauchy)

Soit I un intervalle de R et ty € I et I° # (). Soient a,b : I — K des fonctions
continues. Alors, pour tout (tg,zo) € I x K, il existe une unique solution x : I — K




1.2. Résolution de (L)

dérivable de I’équation (L) : 2/(t) = a(t)x(t) + b(t) telle que x(ty) = xo. Autrement

écrit :
Az, {x/(t) = alt)a(t) +5(0)
z(to) = o

Q Preuve

Les solutions de (L) sont Siz) = {t — Xed® + z,(t)|\ € K}, ot A est une
primitive de a sur I et z, est la fonction définie par z,(¢) = e® [} b(u)e~ A du.
On cherche A tel que x(tg) = zp. On a z(ty) = Aet) 4 1,(ty). Or, 3,(ty) =
eAto) [70 b(u)e~ A du = 0. Done z(ty) = Ae*). Done A = 4.

Or e4(0) =1 car A(ty) = [,* a(u)du = 0. Donc A = .

Finalement, la solution de (L) telle que x(ty) = g est z : t = zoe® +2,(¢). B

® Remarque 1.1.2.9

En pratique, nous ne nous intéressons pas aux bornes inférieures des intégrales
utilisées. Nous avons donc pu utiliser le méme ¢y pour les intégrales et le point
d’initialisation du probleme de Cauchy, sans perte de généralité.

Résoudre w(t) = 2(t) +¢

z(0) =1
Solution :
La solution du systéme homogene associée est z(t) = \e*.
On cherche une solution particuliere de (L) sous la forme z,(t) = at + b. En
remplacant dans ’équation différentielle, on obtient : a = 2(at +b) +¢. En identifiant
les coefficients, on trouve : {Z B Sa 1 Z B _1 . Donc z,(t) = N —

2 2

22t +1).
Or z(0) = 1, donc z(0) = Ae” 4+ 2,(0) = A — 1. Donc A = 2.

Finalement, la solution de (L) est 2(t) = 2e* — 1(2t 4 1).

10



Equations différentielles linéaires de
second ordre a coefficients constants

E Définition 2.2.0.4

On appelle une équation différentielle linéaire de second ordre a coefficients constants
toute équation dy type : (L) : az”(t) + ba'(t) + cz(t) = f(t), ou (a,b,c) € K* x K?

I - K I - K
d’inconnue x : dérivable sur I, et f : une fonction continue

t— x(t) t— f(t)
sur /.
L’équation homogene associée est (H) : az”(t) + ba'(t) + cx(t) = 0.

Résolution de I’équation homogeéne (H)

» Résolution de ’équation homogeéne (H)

> On cherche la solution de (H) sous la forme xy(t) = €™, avec r € K. Donc :
ar?e™ +bre" 4+ ce™ =0 < ar?+br+c=0 (car " # 0). Donc r est une racine
du polynéme caractéristique P(X) = aX? + bX + ¢, sachant que cette équation
admet toujours deux racines dans C (éventuellement confondues).

> Soit r solution de ce polyndéme caractéristique.
On pose y(t) = x(t) - e, i.e. x(t) = y(t) - ™.
Donc o'(t) = y'(t)e™ + ry(t)e™.
Et 2”(t) = " (t)e"™ + 2ry'(t)e™ + r’y(t)e™.
En remplagant dans (H), on trouve : ay”(t) + (2ar + b)y'(t) = 0.

z=1y
az’ = —(ar +b)z
a deux équations différentielles de premier ordre.

> Donc : . On a posé z pour simplifier les notations et aboutir

>Siar+b=A=0 < r=—2 alors 2/ =0, donc y"(t) = 0, donc y(t) = Xt + p.
Donc y/'(t) = A <= y(t) = A\t + p.
Donc x(t) = (At + p)e™.

11



2.1. Résolution de I'équation homogene (H)

> Sinon (A #0) :

— Si A < 0et K=R, alors P n’admet pas de racines réelles. On note z = r 4+ is
et z = r —is les deux racines complexes de P. Donc da, 8 € C tels que
z(t) = ae™ + fe™. B
Or, Vt € R, z(t) € R, alors z(t) = z(t) pour tout ¢t € R.

Cela équivaut a dire que : ae® + Be?* = ae® + fe.
Par identification des coefficients, on trouve que a = 3.
Donc x(t) = ae® + ae™.

On trouve alors que z(t) = 2R(ae™ - ).

Si a = a + b, alors x(t) = 2e™(a cos(st) — bsin(st)).
Finalement, les solutions de (H) sont :

Sy = {t — €"(Acos(st) + Bsin(st))|A, B € R}

— On écrit aussi 3A, B € R, xy : t — e"(Acos(st) + Bsin(st)).

Soit (H) : ax”(t) + ba'(t) + cx(t) = 0 avec (a, b, c) € K* x K2. L’équation caractéris-
tique associée est (E.) : aX? +bX + ¢ = 0.

1. Dans le premier cas (A = 0), (E.) admet une racine double (solution unique)

_ b
o = %

Les solutions de (H) sont :

Sun) = {t = (at + B)¢™|a, B € K}

2. Dans le second cas, (E.) admet deux racines € K distinctes r; et 7.
Les solutions de (H) sont :

S(H) = {t — ozerlt + B€r2t|0676 € K}

3. Dans le troisieme cas (A < 0 et K = R), (E.) n’admet pas de racines réelles.
On note r + is et r — is les deux racines complexes de P.
Les solutions de (H) sont :

Sy = {t — €"(Acos(st) + Bsin(st))|A, B € R}

Résoudre les équations différentielles suivantes
1. 2" +w?z = 0.

2.y =2y +y=0.
Solution (1) :

1. Si la résolution est dans C, alors I’équation caractéristique admet deux solutions

12



2.1. Résolution de I'équation homogene (H)

qui sont iw et —iw. Donc les solutions de (H) sont :

Sy = {t = ae™* + e " a, B € C}

2. Si la résolution est dans R, alors ’équation caractéristique n’admet pas de
solutions réelles. Donc les solutions de (H) sont :

Sy = {t — Acos(wt) + Bsin(wt)|A, B € R}

On peut encore réecrire les solutions de (H) sous la forme |t — C cos(wt + ¢) |,

avec C' = /A% + B2 et ¢ tel que cos(y) = 4 et sin(p) = £. On a toujours deux
constantes a déterminer.
Solution (2) :
L’équation caractéristique admet une solution unique ro = 1. Donc les solutions de
(H) sont :

S(H) = {t — (Oﬂf + ﬁ)eﬂa,ﬁ S R}

® Propriété 2.2.1.7

Soit (H) : az” 4+ bx' + cx = 0 avec (a,b,c) € K* x K2
Alors 3,1 : I — K de classe C™ telles que Sy = {t — ap(t) + pY(t)|o, b € K},
o(t) o(t)

0.
() V0|7
w est appelée le wronskien de ¢ et ¥ et (p, 1)) est appelé systéme fondamental
de solutions de (H).

avec Vt € I, w(t) =

13



2.2. Recherche d'une solution particuliére

Q Preuve

1. Cas1ou A=0:

Onazy :t— (at + B)e™.
On pose @ : t — €™ et ¢ : t — te™". On a w(t) = e te! _

p @ : . - Toerot (1 + T.Ot)erot =
e27’0t ?é O

2. Cas 2 ou (E.) admet deux solutions m #r; € K :
On a xg :t+ ae™t 4 Bert,
On pose @ : t et et ¢ : t — e,
erlt e?“gt
On a W(t) = 7,,167’11: 7,,267’215
= (ry — 11)elm?2)t £ 0 (sachant que 71 # 73).

3.Cas3ouA<lOet K=R:
On a xy : t — e"(Acos(st) + Bsin(st)).
On pose ¢ : t — e cos(st) et 1) : t — e sin(st).
e’ cos(st) e’ sin(st) o on
e (rcos(st) — ssin(st)) e (rsin(st) + scos(st))| e 7

Onaw(t) =
0 (car s # 0).

Recherche d’une solution particuliére

(L) : ax(t) + bx'(t) + cx(t) = f(t)
Sy = {t = ap(t) + B(t)|a, B € K}, ou (p,1)) est un systeme
fondamental de solutions de (H).

2.2.1 Méthode de variation des constantes

Ww Théoreme 2.2.2.3

On cherche une solution particuliere de (L) de la forme :

{1 S K
|t A@)e(t) + pt)(t)

14



2.2. Recherche d'une solution particuliére

. | A pu: I — K sont des fonctions dérivables et
ol

h' =X’ + )" (+ condition supplémentaire pour simplifier)

Ona:h=XNp+ A+ p+ p). Or K = Ao’ + py’. Done N+ p'vb =0 (1).

En dérivant &’ : B = >‘”Q0+ /\,QOI + N + )\QOH w4+ i+ W+

Or W' =N + ' + A" + pyp”. Donc X' + p'y' = 5 (2) (METHODE 1).

On sait aussi que (p,1) est un systeme fondamental de solutions de (H), donc
ap” + by’ +cp=0
ay’ + b)) +cp =0

On a donc le systéme suivant a résoudre :

No+pp=0
)\/90/+M/w/ :’5

. On a donc (METHODE 2).

e(t)  ¥(t)
¢'(t) ¥'(t)
(*) admet une unique solution (N, u') qui dépend uniquement de ¢, ¢’ ¥, 1" (des
fonctions continues).

Le déterminant de (x) est le wronskien w(t) =

‘ # 0. Donc le systeme

® Remarque 2.2.2.10

Dans la pratique, on va directement utiliser le systéme linéaire (), sans passer par
les étapes intermédiaires.

R/ / €
(L) :2"(t) +2" — 2z = e
Solution :
L’équation homogene associée est (H) : 2”(t)+2'—2x = 0. L’équation caractéristique
associée est (FE.) : % +r — 2 = 0, qui admet pour solutions r; = 1 et 7 = —2. Donc
les solutions de (H) sont : Sy = {t — ae' + fe |, € R}.
t —2t
Onpose p:trreteth:t—e? Onaw(t)= zt _626—% = -3¢ £0.

On cherche une solution particuliere de (L) sous la forme h(t) = \(t)e’ + u(t)e 2.

On a le systeme suivant a résoudre :

() Net + e =0
: )\let_2ul€—2t:i

et+1
)\/ _ 1
7’ - 03
En résolvant, on trouve : , EC tﬁ%
K = —36qD)
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2.2. Recherche d'une solution particuliére

En intégrant, on trouve : A(t) = £ — t1n(e! + 1) + C.

33
. z A . s . g 3t
Pour intégrer 1/, on réalise les opérations suivantes : ' = —% [eetjll — et}i-l]
_ 1 (et+1)(e?t—et+1) 1
- 3 et+1 et+1
_ 1 2t Lt et
=3 (e e +1 et+1)'

® Remarque 2.2.2.11
Posons (L) : az”(t) + ba'(t) + cz(t) = f(t) avec (a,b,c) € K* x K2
Si x,, est une solution particuliere de (L), alors S() = {t = xu(t) +x,(t)|xg € S }-

® Remarque 2.2.2.12
Il existe une méthode (un peu complexe) pour trouver une solution particuliere.

» Si ’équation caractéristique admet des racines réelles distinctes r; et
72, on posera (L) : 2" + 22/ + ¢ = Lavec b = —(r; + 1) et £ =1y -1y (avec
r1 = 1y si racine double).

Donc (L) : 2" — (ry + o)z’ + rymx = 5

Donc (L) : (2" — ria’) — ro(2’ — riz)
En posant y = 2’ — ryz, on a :

On résout ce systeme de deux équations différentielles de premier ordre pour
ensuite trouver z.
flu
t

On obtient y,(t) = e”t/ (a )e_”“du
F

(t)

On aura ensuite 2’ — r1z = F(t), ce qui implique que ,(t) = €"* [* F(s)e "1%ds
On obtient alors z, = ™t [* (e‘”s I? @du) ds

Nous ne disposons pas des connaissances techniques nécessaires pour

calculer (facilement!) ce genre d’intégrales. Pour les rares qui vont s’y
intéresser, allez vous renseigner sur le théoreme de Fubini, entre autres.

» Dans le cas ou (£,) n’admet pas de racines (i.e. : K =R et Az, <0, alors
on cherche une solution particuliere de (L) en employant la méthode précédente
dans K = C, puis on utilise uniquement la partie réelle de cette derniere.

2.2.2 Cas particuliers
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2.2. Recherche d'une solution particuliére

Un premier cas particulier, f : ¢t +— P(t)e*!

&P Formule clé ~

r

\.

[t~ P(t)e
P est un polynome est w € K.
Nous allons chercher une solution particuliere de la forme
z, : t— Q(t)e*" avec ) un polyndme.

Q2  Application 2.2.2.1

En remplagant dans (L) :

(Q'(t) +wQ(t))e
(Q"(t) + 2wQ'(t) + w?Q(t))

{x;@)
z(t)

On trouve ensuite : a@Q” () + (2aw + b)Q'(t) + (aw? + bw + ¢)Q(t) = P(t)

— Dans le cas ou w n’est pas une solution de 1’équation caractéristique

(E.) (i.e. aw? + bw + ¢ # 0).

— Dans le cas contraire...

« Dans le cas ot 2aw+b # 0 (on sait que w est une racine simple de I’équation
caractéristique)
Alors d°Q) = d°P + 1, on pose Q(0) = 0 et on cherche @) par identification
des polynomes.

« Dans le cas contraire...
Alors d°Q = d°P + 2 avec Q"(t) = £ P(t). On intégre alors deux fois (sans
oublier le terme 1...).

1. 2/ — x = te?

2. 2 —x =tet

Solutions :

1. Onpose P :t —t, w=2.
On a alors : 2(t) — z(t) = P(t)e*".
On cherche alors une solution particuliere de la forme
z, it Qe et xy : t— (at + b)e?.
On a: w? —1=23#0, on trouve alors la solution particuliére, puis on cherche
la solution homogene pour enfin aboutir a cet ensemble de solutions :

1 4
S={tn—>aet+ﬁe*t+(§t—§)e2t | a,8 €K

2. On a 2”(t) — z(t) = te'. On pose P(t) =t et w = 1.
On a alors 2”(t) — z(t) = P(t)e*!. On a w? — 1 = 0. Donc w est une racine simple
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2.2. Recherche d'une solution particuliere

de (E.). On cherche une solution particuliére de la forme z,(t) = (at® + bt)e'.
En remplagant dans I’équation d’origine, on trouve a = —b = ;11, et on obtient
ainsi

S:{t|—>ﬁe_t+(%lb2—}lt+a)et | a,8 €K}

Un autre cas particulier, ou f : t — Pi(t) cos(wt) + Pa(t) sin(wt)

&P Formule clé

f:t— Pi(t)cos(wt) + Pa(t) sin(wt)
ontw€Ret P, P € R,[X]

® Remarque 2.2.2.13

On note K,,[X] 'ensemble des polyndémes a coefficients dans K et de degré d° < n.
Cette notion sera abordée de maniere plus détaillée dans le chapitre 12 sur les
polynomes.

&5  Application 2.2.2.2

Avant de commencer, il est important de noter que si on pose P(t) = Py(t) — iPa(t),
alors R(P(t)e™") = f(t). Cela va simplifier beaucoup de calculs par la suite.

On cherche d’abord une solution particuliere de 'équation différentielle (Ly) : ax” +
bx' + cx = P(t)e™" et on considére uniquement sa partie réelle.

» Si iw n’est pas une racine de (E,), alors 7, : t — B(t)e™', B € C,[X]. On
pose B(t) = Q1(t) —iQ2(t) ;Q1, Q2 € R, [X].
Donc z, = R(z,) : t — Q1(t) cos(wt) + Q2(t) sin(wt) avec Q1, Q2 € R, [X]

» Dans le cas contraire...
On cherche une solution particuliere de la forme z, : t — Q(t)cos(wt) +

. QlaQ2 eRlH[X]
Q2(t) sin(wt), avec {Ql(O) — 0u(0) = 0

(K=R); (L): 2" +z = tsin(t)

® Remarque 2.2.2.14 (Décomposition en somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire)
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2.2. Recherche d'une solution particuliére

Toute fonction f définie sur un ensemble symétrique par rapport a l'origine peut étre
écrite de maniere unique comme la somme d’une fonction paire u et d’une fonction
impaire v.

» Fonction paire (u) : u(x) = _f(l’)+2f(—x)

» Fonction impaire (v) : v(x) = w

e 4L e @ N et — o7
2 2
cosh(x) sinh(z)

Exemple simple : Vx e R: e* =

® Remarque 2.2.2.15 (Nouveau sous-cas particulier!)

Si f it (P(t)cos(wt) + Pysin(wt))e* avec P, P, € R,[X] et a,w € R... (On

utilise P(t) = Py(t) — iPy(t) et on a R(P(t)elT)lt = f(1))

» Si a + iw n’est pas une racine de (E,.), alors x, : t — (Qi(t)cos(wt) +
Q2(t) sin(wt))e™, avec Q1, Q2 € R, [X].

» Si a + iw est une racine simple de (E.), alors z, : t — (Q1(t) cos(wt) +
Q(t) sin(wt))e™ avec

® Propriété 2.2.2.8 (Superposition des solutions)

Soit (L) : ax"(t) + b2/ (t) + cx(t) =X, fi(t)avecr >2 ; VIi<i<r:fi:I—-K
continue et (a,b,c) € K* x K2.

Pour trouver une solution particuliere de (L), on cherche une solution particuliére de
chaque (L;) : az”(t) + ba'(t) + ca(t) = fi(t), notée Z(;).

Et dans ce cas, une solution particuliere de (L) est @, : t — Y27 Z;)(t).

Résoudre 2" + 22/ — 3z = e~! + sin(¢) + 2.
Solution :
On cherche une solution particuliere de chaque équation suivante :

1. (Ly) :2" 422 — 3z =e¢t
2. (L) : 2" + 22" — 3z = sin(t)
3. (L3): 2" + 22 — 3z =1¢*

Pour (L), on cherche une solution particuliere de la forme a:(l) :t— et En

remplagant dans (L;), on trouve : de7* — 2 e™" =3 e f = = -4\ =1 <
A= —1 Donc Z): t— —je .

Pour (L), on cherche une solution particuliere de la forme x(2) : ¢t — a cos(t)+bsin(t).
En remplagant dans (L), on trouve :

(—acos(t) — bsin(t)) + 2(—asin(t) + beos(t)) — 3(acos(t) + bsin(t)) = sin(?)
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2.2. Recherche d'une solution particuliére

4b+2a+1=0

En identifiant les coefficients, on trouve le systéme suivant : {4 ob — 0
a — =

— _ 1
{a— 10
__1
b=—5

Donc Z(g) : t — —3 cos(t) — £ sin(¢).

Pour (Lj3), on cherche une solution particuliere de la forme x(~3) tt at? + bt + e
En remplagant dans (L3), on trouve : 2a + 2(2at + b) — 3(at* + bt + ¢) = >

En identifiant les coefficients, on trouve le systeme suivant

—3a =1 a:—é
4a —3b=0 = {b=-%
20 +2b—3c=0 c=-L4

27
oy - _1ly2 4y 14
Donc Z3) 1t — —3t o or e
On combine ensuite les solutions trouvées pour trouver une solution particuliere de
I’équation d’origine...

® Remarque 2.2.2.16 (Résolution de (L) : ax” + bx' + cx = f dans le cas o
A=0)
E.

Soit w la racine double de (E.). On pose y(t) = z(t)e™*". Donc x(t) = y(t)e“".
Donc : 2/(t) =y (t)e*" + wy(t)e*t.

Donc : z"(t) = y"(t)e*" + 2wy (t)e*t + w?y(t)e*:.

(On factorise par e** dans la suite).

En remplagant dans (L), on trouve :

[ay”(t) + (2aw + b)Y/ (t) + (w?a + 2wb + ¢) y(t)] e*t = f(t).

Or on a w?a + 2wb+ ¢ = 0 et 2aw + b = 0. Donc on obtient : ay”(t) = f(t)e .
Donc 3" (t) = @e‘“’t.

En intégrant deux fois, on obtient y(t), puis z(t) = y(t)e*".

En intégrant deux fois, nous allons aussi obtenir deux constantes a déterminer, que
nous noterons « et  (comme d’habitude dans les équations différentielles de second
ordre).

W Théoréeme 2.2.2.4 (Probléme de Cauchy)

az”(t) + ba'(t) + cx(t) = f(t)
Soit (PC) : < z(ty) = xo avec (a,b,c) e K* x K% f:1 - K
'(to) = Yo
continue, ty € I et (xg,y0) € K2 Alors, il existe une unique solution z : I — K
dérivable de (PC'). Autrement écrit :

az"(t) + ba'(t) + cx(t) = f(t)
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2.2. Recherche d'une solution particuliére

Q. Preuve

Les solutions de (PC) sont de la forme x : ¢ — ag(t) + B (t) + z,(t), o (p, 1)
est un systeme fondamental de solutions de I’équation homogene associée et x,
est une solution particuliere de (L), et z(ty) = xo et ' (ty) = yo.

On cherche « et 8. On trouve le systeme suivant :

ap(to) + BY(to) = o — x,(to)
a'(to) + B (to) = yo — x,(to)

p(to)  Y(to)
0.
P(to) Wlt)| 7
Donc le systéeme admet une unique solution (o, 5) qui dépend uniquement de
0, ¢’ 1,1 (des fonctions continues). [

Le déterminant de ce systeme est le wronskien w(ty) =

Résoudre le probléeme de Cauchy suivant :

' —x =t

(PC): {x(O) —2(0)=0

Solution :
L’équation homogene associée est (H) : 2” — 2 = 0. L’équation caractéristique
associée est (E,) : 7?2 — 1 = 0, qui admet pour solutions r; = 1 et 7 = —1. Donc les

solutions de (H) sont : Sy = {t — ae' + fe o, f € R}.

On remarque facilement que ¢ — —t est une solution particuliere de (L). Donc
ZTp:t— —t.

et et

Onpose p:trretetp:t—e . Onaw(t) = P

= _2£0.

Les solutions de (PC') sont de la forme x : t — ae’ + fe™" —t.
On cherche « et 5. On trouve le systeme suivant :

{aeo + e’ =0 — (—0)

a+pB=0 s o= %
a—pB=1 =1
Finalement, la solution de (PC') est :

Donc

IR
T —e ——e =
2. 2

Fin du Chapitre.
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2.2. Recherche d'une solution particuliére

1) Résumés dans les pages suivantes |||
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2.2. Recherche d'une solution particuliére

i= Résumé 2.2.2.2 (Equa. diff. lin. du 1° ordre)
Forme générale : (L) : 2'(t) = a(t)x(t) + b(t) sur un intervalle 1.

1. Solution de I’équation homogéne (H) : 2/ = a(t)x
zu(t) = Ae?®,  avec A e K et A'(t) = a(t)

2. Recherche d’une solution particuliere z,
» Cas simple : Si b(t) est de la forme P(t)e*’, chercher z, sous la forme
Q(t)e*".
» Méthode de la Variation de la Constante (MVC) : On pose z,(t) =
A(t)eA®. On obtient N'(t) = b(t)e=A®).

t
z,(t) = e [ b(u)e AW dy

to
3. Solution générale de (L)
Swy ={zn +zp | 2y € S}

4. Principe de superposition : Si b(t) = by (t) + ba(t), alors x, = z,1 + Tpa.

i= Résumé 2.2.2.3 (Equa. diff. lin. du 2nd ordre a coeff. constants)
Forme générale : (L) : ax”(t) + ba'(t) + cax(t) = f(t) avec a # 0.
1. Résolution de I’homogene (H) via ar? +br +c¢ =0 (A)
> A >0 (2 racines réelles r1,79) : xg(t) = A" + pe™
» A =0 (1 racine double rg) : zy(t) = (At + p)e™t
> A <0 (racines r +iw) : g (t) = €™ (A cos(wt) + Bsin(wt))

2. Recherche d’une solution particuliére z,
» Second membre P(t)e™ : On cherche Q(t)e™.
> Sim n’est pas racine de (E,) : deg @ = deg P.
> Si m est racine simple : deg () = deg P + 1.
> Si m est racine double : deg ) = deg P + 2.
iwt)

» Second membre trigonométrique : Passer en complexe ("), résoudre,

puis prendre la partie réelle.

3. Variation des constantes (Cas général) Si zy(t) = \p(t) + up(t), on
cherche z,(t) = A(t)p(t) + p(t)(t) en résolvant le systeme :

X (O)p(t) + 1 (E1(t) = 0
X ()¢ () + /(D) (t) = 22
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